A HAROM EGYENLO LATOSZOG FELADATA
frta: Hajdu Endre

A cimben szerepld feladat részletezve a kdvetkezd: adott harom, a terepsik
folotti, kiilonb6z6 magassagu A,B,C pont, keresendd a terepsik azon L pontja,
melybdl a megadott pontokhoz tartozo latosugarak délésszogei egyenlok.
Vagyis az LA, LB, LC félegyenesek a terepsikkal ugyanakkora szoget zarnak be.

Ha csak két adott pontrél volna szd, mondjuk A és B - r6l (1. abra), akkor
konnyen talalhatnank ilyen pontot.

1. dbra

Ha az emlitett pontok terepsik folotti magassaga H, ill. h, akkor az adott pontok
0sszekotd egyenesének a terepsikkal k6zos P, pontja maris egyike a keresett
pontoknak. Ha a B pont B titkkérképét kotjiik ossze A-val, akkor olyan P, pontot
kapunk, mely ugyancsak megfelel6 pont, bar a hozza tartozé latdszog nem
egyenld az iméntivel. Az abra fentiekben kapott két pontja azonban egy-egy
kiilonleges megoldast jelent csak, de ha az e két ponthoz, mint atméré végpon -
tokhoz tartozo kort a terepsikon megszerkesztjiik, akkor annak minden pontja is
megfeleld pont. Ugyanis az igy kapott kor az A’, B’ vetiileti pontokhoz tartozé

Apollonios-kor, melynek tetszéleges Q pontjara érvényes: % = % Az abra

alapjan az Apollonios-kor egy Q pontjdhoz tartozoé latoszogek kozti kapcsolat
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o tgp = 0B" tp =1, vagyis a két 1atdszog egyenld. Megjegyzendd
még, hogy a Q pontnak az A’",B’ egyenesre vonatkozo tiikorképéhez
ugyanakkora 1at6szog tartozik, mint a Q ponthoz, persze csak az A és a B pontra
vonatkozolag, de a kor két olyan pontjadhoz, melyek nem egymas tiikorképei,

kiilonb6zo 1atészogek tartoznak.
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Abban az esetben, amikor az adott két pont magassaga egyenld, az Apollonios-
-kor kozéppontja a végtelenbe kertil, a végtelen sugart kor végesben 1évo
darabja azonos a két pont A’, B vetiileti pontjainak tdvolsagfelezé merSleges
egyenesével.

Visszatérve marmost az eredeti feladathoz, annak megolddsa a kovetkezo:
eléallitjuk az adott pontok vetiileti pontjaihoz, vagyis az A,, és B,; pontokhoz

tartozd6 Apollonios-kort (2. abra), majd a B,;,C,, pontok esetén jarunk el

hasonloan. Az indexek az egyes pontok terepsik feletti magassagat jelolik (Icm
a rajzon, 10 méternek felel meg a valosadgban). Az igy nyert két kor Ly és L,
metszéspontjai, ha 1éteznek, a keresett pontok. Az altalanos esetben igy kapott
két ponthoz tartozo 1atoészogek altalaban kiilonboznek. Az dbra nem tlnteti fol
az A,C pontokhoz tartozd Apollonios-kort, mely ez esetben szintén tartalmazna
az L, és L, pontot. A lehetséges megoldas-szamok: 0, 1, 2.

2. abra



Kiilonleges esetet jelent az, amikor a harom adott pont ugyanabban a terepsikra
merdleges sikban van, de a terepsik keresett pontjanak meghatarozasa szempont-
jabol nem igényel tovabbi meggondolast.

EGY ROKON FELADAT

A fentiekben targyalt feladattal rokon probléma fogalmazhatdé meg a kdvetkezo-
képpen: keressiik a terepsik azon L pontjat, mely adott a, b, ¢ kitéré egyenesek-
kel harom, egyenl6 ddlésszogii (La), (Lb), (Lc) sikot hataroz meg.

Ezuttal is célszerii el0szor két kitérd egyenessel foglalkozni. Alkalmas délés -
kapok segitségével szerkeszthetok meg az egyeneseket tartalmazoé sikok, (az
egyeneseken felvett egy-egy pont csucspontja egy-egy doléskupnak, melyhez az
egyenest tartalmazoé érintdsikot kell szerkeszteni). Valamely érint6sik dolés -
szOge legalabb akkora, mint a megfelelé egyenesé. A délésszog valtoztatasaval a
sikok nyomvonalai (a terepsikon) valtoznak; két adott egyenes esetén a keresett
sikok nyomvonalai egymast egy M pontban metszik, mely a d6lésszog és a
nyomvonalak valtozasa soran gorbét ir le, ez altalanos esetben masodrendi
gorbe. Masik két egyeneshez masik nyomvonal-metszéspont gorbe tartozik, s ha
ennek €s az elobb nyert gorbének kozos pontjat megszerkesztjiik, az a keresett L
lesz, mert e pontot az adott egyenesek nyompontjaival 6sszekoto egyenesek mar
az adott egyeneseket tartalmazoé, egyenlé dolésszogli sikok nyomvonalai.
Azonban a masodrendli nyomvonal-metszéspont gérbék k6zos pontjai csak
kiilonleges esetekben szerkeszthetOk meg korzdvel €s vonalzoval, ezért
tetszOlegesen felvett kitérd egyenesek esetén a vazolt it nem jarhato.
Megoldhato azonban a feladat, ha az adott kitérd egyenesek délésszogel
egyenl6k. Ekkor ugyanis a nyomvonalak metszéspont-gorbéje kor. Ha példaul
az a és b egyenes nyompontja A ill. B, akkor az egyeneseket tartalmazo,
egyenl6 dolésszogi sikok nyomvonalai legyenek n; és n, (3. abra). Ha a két
kitér6 egyenest tartalmazoé sikok dolés-szogét egyenlé mddon valtoztatjuk,
mégpedig oly modon, hogy a nyomvonalak az A, B pontok koriil azonos
forgésirany szerint fordulnak el, akkor az elforgd nyomvonalak ¢ hajlasszoge
valtozatlan marad. A két nyomvonal M metszéspontja azt az A,B pontokra
szerkesztett kort irja le, melynek pontjaibdl a két pont ¢ szogben latszik
(pontosabban a két ponthoz tartoz6 14tokorivrol és az azt korré kiegészitd koriv
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pontok koriil forgd egyenesek forgasiranya ellentétes, akkor a metszéspont altal
leirt gorbe hiperbola, de annak jellemzése a targyalt feladat szempontjabol nem
sziikséges.



O d ' 3. abra

Visszatérve a két kitérd egyenest tartalmazo, egyenld dolésszogli sikokhoz, a
fentebbiek ismeretében belathato, hogy az egyeneseken sorozott sikok nyom-
vonalai koziil kijelolhetdk olyanok, melyek metszéspontjai kort, ill. korivet
alkotnak. A megadott harom kitérd egyenes koziil harom kiilonb6z6 paros
alakithat6 ki, melyekhez ugyanannyi korpar szerkeszthetd. A lehetséges
megoldasok szamanak meghatarozasaval nem foglalkozunk, csupan egy
megadott egyenes-harmas esetén alkalmazzuk az elmondottakat (4. abra).

4. abra



Figyelemre méltd, hogy az adott egyenesek ddlésszogére nincs sziikség az L
pont megszerkesztése sordn, csupan a terepsikra vonatkoz6 merdleges
vetiiletiikre. A keresett sikok d6lésszoge persze mar fliggvénye az egyenesek
dolésszogének. Az abra attekinthetOsége végett a keresett sikok nyomvonalait
(LA, LB, LC) nem tiinteti fel az abra és nem folytatodik az abra az adott
egyenesek képsikszogének megadasaval.

Kiilonleges esete a feladattipusnak az, amelyben a kitéré egyenesek délésszoge
0, vagyis az adott kitéré egyenesek parhuzamosak a terepsikkal, de kiillonboz6
magassaguak. Ezuttal is két ilyen egyenes estével érdemes foglalkozni eldszor.
Ha az a és b egyenes magassaga a terepsik felett H, ill. h, akkor az egyeneseken
attett, egyenld dolesszogl sikok nyomvonalainak metszéspontja 4ltal leirt vonal
egyenes. Ennek az egyenesnek egy pontja az a’,b’ egyenesek kdzos pontja, egy
tovabbi pont az a,b egyeneseken attett 45° dolésszogi sikok nyomvonalainak
kozos N pontja, mely a H, h tavolsagh parhuzamos egyenesek megszerkeszté -
sével adodik. A kapott parhuzamos egyenesparok pont-vonallal jelolt atld
egyeneseinek barmely pontjan ¢€s a kitér6 egyeneseken attett két sik dolésszoge
egyenld; a d6l€sszog persze pontrdl pontra kiilonbdzik. Az imént mondott, pont-
vonallal rajzolt egyeneseket a rovidség érdekében csak p-egyenesként emlitjiik a
kovetkezokben; ilyenek az 5. abra p; és p, egyenesei.

5. dbra

Ezek utan harom kiilonb6z6 magassagu ,,vizszintes” egyenes estén a keresett L
pont meghatarozasa ugy torténhet, hogy megszerkesztjiik a harom egyenes koziil
kettonek a p-egyeneseit. A 6. abran ilyen az a,b par, melyhez a p; és p, tartozik;
majd valasztunk egy masik part, ez az abran a b,c par, a megfeleld p-egyenesek
Pz és Ps. Az igy kapott egyenesek kdzos pontja az Ly valamint L.



6. abra

Hasonlé modon folytatva a szerkesztést, kapjuk az L és L, pontot. Altalanos
esetben 4 pont adodik, melyek mindegyikén és a harom adott egyenesen at
egyenld, de pontonként altalaban kiilonb6zd doéleésszogil sikok fektethetok. Az
abran indexek jel6lik az adott egyenesek terepsik folotti magassagat, melyek

ismeretében ellendrizhetd, hogy példaul az L; ponton és az adott egyeneseken

attett sikok dolésszogének kdzos tangense 10_11_ 1—2 ~2,68; vagyis kb. 69,5°
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dodlésszogl sikok tartoznak az L; ponthoz. Hasonlé modon eljarva példaul L, -
nél kb. 74,4° délésszog adodik. A kiilonleges esetek koziil figyelmet érdemel az,
melynél két kiilonbozé magassagi, egymassal parhuzamos egyenes és egy
azokkal nem parhuzamos van adva.
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